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Programacio Lineal | Entera

Tema 1: Introduccio a la PL

[ 4 , B
’ Dept. d Es?§d|st|ca{ F. Javier Heredia 1
Z Investigaci6 Operativa.

Introduccid a la programacio lineal

e Objectius tema 1.

PLE / GE UB-UPC

e Teoria: conceptes basics (setmana 1).

— Definici6 de problema de programacio lineal.
— Resolucio grafica de problemes de PL.

— Forma estandard de problemes de PL.

— Solucions basiques factibles.

e Laboratori: formulacio i resolucié computacional de
probmes PL (setmana 2).
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Obijectius especifics del tema 1

Vil Dept. d’Estadistica i

(] Investigacié Operativa.
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Recordem la forma general d’'un problema

(P)

min

xeR"

d’optimitzacio

f(x) Funcio Objectivu

subjectea (s.a.): h(x)=0 Constriccions d'igualtat

g(x)<0 Constriccions de desigualtat
Xe X Domini de definicio

on Xe 97" sén les variables de decisid, o senzillament, variables, |

Amb: f ,h,geC?

O

[
J

frR" >R h:R>R" g:R" >R XcR

j Dept. d’Estadisticai
= Investigaci6é Operativa.
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Forma general d’'un problema
de Programacio Lineal (PL)

mirnl Zcixi min c'X cel"
xe i=1 xel "
s.a.: s.a.:
(®) . |F - (P) <
Dagxi=¢b, j=12..,m Ax{=tb Ael™ bel™
i=1 > >
[ <x <u, i=12,...,n I<x<u lLuel"

onc, |, uiAsoén els parametres del problema, que son les dades
conegudes del problema.
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Un exemple de problema de PL

L'empresa “Blue Ridge Hot Tubs” fabrica dos 2

tipus de banyeres d’hidromassatge amb les
seguents caracteristiques

Aqua-Spa Hydro-Lux
Bombes 1 1
Ma obra 9 hores 6 hores
Canonades 12 feet 16 feet
Benefici unit. 350 € 300 €

N’hi ha 200 bombes, 1566 hores de ma
d’'obra, i 2880 ft de canonada disponibles.
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Formulacio com a problema de PL del problema

O

“Blue Ridge Hot Tubs”

max: 350x; + 300x,
s.a.: 1x, + 1x, <200
9%, + ©6Xx, <1566
12x, + 16x, <2880
X, =20
X, 20

Ens plantegem ara resoldre graficament
aquest problema

J

Vil Dept. d’Estadistica i
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Introduccié ala PL
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100

50

Wil Dept. d’Estadistica i
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Grafic de la primera constriccio

- (0, 200)

Frontera de la constriccié de “bombes”

X; + X, =200

Punts del quadrant
positiu (x=0) que
satisfan la constriccié
de “bombes”

- (200, 0)

50 100 150 200 250 X,
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Vil Dept. d’Estadistica i

%, Grafic de la segona constriccio
(0, 261)

Frontera de la constricci6é de “ma d’obra”

9x, + 6X, = 1566

200 K

150

Punts del quadrant
positiu (x=0) que
satisfan la constriccio
de “bombes” | de “ma
d'obra”

100

50

0 50 100 150 200 250 x,
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Grafic de la tercera constriccio

Formulacié

Frontera de la constricci6é de “canonades”

200 N 12, + 16x, = 2880

Punts del quadrant
positiu (x=0) que satisfan
les constricciéns de
“bombes”, “mad’obra”
i“canonades”

150

100

50
(240, 0)
-
0 p
0 50 100 150 200 250 ¥ ©
1 ©
Q
(&)
3
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Grafic d'una corba de nivell de la
funcio objectiu
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(0, 116.67) Funcioé objectiu

350x, + 300x, = 35000

100

50 (100, 0)

0 50 100 150 200 250 x,

Introduccié ala PL
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Un altre corba de nivell de la
funcio objectiu

c=(350, 300)’ vector de costos:
Determina el sentit de
\ creixement de la funcio objectiu

Funcio6 objectiu
350x, + 300x, = 52500
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100

50 (150, 0)

0 50 100 150 200 250 X1
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Identificacio de la solucio optima

mitjancant les corbes de nivell

Corba de nivell que passa per la
o regio6 factible amb valor més alt

Solucié optima

/ Quines coordenades té?

100

50

0 50 100 150 200 250 x,
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Introduccié ala PL
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Punts factibles candidats a ser

X2 solucions optimes:punts extrems

2501 Sl un problema de PL té solucio
z = 54000 optima amb f.o. finita, llavors té un a

2001 x=(0, 180)’ solucio optima sobre un punt extrem O

z = 64000

% x=(80, 120)’

z = 66100
x=(122, 78)’

150

100

50 z = 60900
x=(174, 0)
O 1 I
0 50 100 150 200 250 Xq
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Vil Dept. d’Estadistica i

Resum del metode grafic de resolucio de problemes

de PL

1.Dibuixar la recta associada a cada constriccio.
2. ldentificar la regio factible.

3. Representar el vector de costos c.
4. ldentificar el punt extrem optim.

5. Calcular la soluci6 optima.

Investigacié Operativa.
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Introduccié ala PL

Casos especials de problemes de PL (I):

Optims alternatius

* Corba de nivell “Optima”
200 . ——  450x, + 300x, = 78300

Optims alternatius

0 50 100 150 200 250 Xq

Investigaci6 Operativa.

F. Javier Heredia - http:/iwww-eio.upc.es/~heredia/ PLE-Intro-16
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200 T

150

100

50

Vil Dept. d’Estadistica i
Investigacié Operativa.

50 100

Casos especials de prob. de PL (ll):

Constriccions redundants

Recta de la constriccid de “canonada”

Recta de la constriccio de “bombes”
REDUNDANT

150

PLE-Intro-17

F. Javier Heredia - http://www-eio.upc.es/~heredia/

Introduccié ala PL

PLE / GE UB-UPC

O

Casos especials de prob. de PL (llI):
Problema il.limitat

Es pot aconseguir una
millorail.limitada en el
valor de la funci6 objectiu

e

Wil Dept. d’Estadistica i

Investigaci6 Operativa.

600

800 1000

X1
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Casos especials de prob. de PL (1V):

X, Problema infactible
250 P,NP=0
INFACTIBLE
200
150
100
50
0
50 100 200 250  Xq
Fr Dept. d'Estadisticai F. Javier Heredia - http://www-eio.upc.es/~heredia/ PLE-Intro-19
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Exemple (problema 1)

min — 3z — 4x9 min — 3z — 2x9
subj. a subj. a
45‘31—2332 g 5 b) 4331—25‘32 g 5
31 +4dze > 1 31+ 4re > 1
r1+73 <2 1+ T2 <2
120 3320 r120 2,20
min — 1 — o ]
] min 3xrq + o
subj. a )
o subj. a
7 %
! 2= d) 255‘1 + x5 2 2
T1+2x2 < 2
321 +dze <12
3r1+x2=3

.35‘120 35220

Wil Dept. d’Estadistica i
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Forma estandar d’'un problema PL

e Forma estandar
d’'un problema de
PL:

° max ¢ x

min c'x

(PL)<s.a.: Ax=b,b>[0]

)
d

° aJ'x_<bj

)
7

x>0
min (-¢)"x
alx+x=b,x=>0

X, : variable de folga (“holgura”, “slack”)

o alx > b;

)
7

X| : variable d’escreix (“exceso”, “surplus”)

i N .= =X. .
o X; <0 > ¥, =%,y =0

o X; lliure > X = UV, Ui v, =0
@r’ d ai’;;t?giizgd(;;tie$2tiiva. F. Javier Heredia - http://www-eio.upc.es/~heredia/ PLE-Intro-21
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Exemple de pas a la forma estandar
“Blue Ridge Hot Tubs”

Wil Dept. d’Estadistica i . . . . . . PLE-Intro-22
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Exemple (problema 6)

min —x1 + 272 min  —x1 — 229
1,29 1,20
subj. a subj. a
a) 21, +xs > b) 2 < 227 +82 < 4
3z > 6 5 < 4x1 +6zs < 6
x>0 2920 x>0 z9<4
min — 11+ 230 — 23 :
24,T,25 min Iy — QIQ
bi 1,22
el . ) subj. a
T Ty — 21
P e e U 2 31 4212 < 5
o 2 > 10
a1 + 823 =6 T &
—5< <5
il 2% 41 10 <$1 <10
21 >0 25> 0 x5 lliure N e
@F' d aiggt?g;iiilgd(;?iecrgtiiva. F. Javier Heredia - http://www-eio.upc.es/~heredia/ - PLE-Intro-23
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Solucions Basiques Factibles (SBF)

min c'X
+ Considereu el problema PL en la . _
forma estandar: (PL)ysa.: Ax=b

x>0

¢ Soluci6 Basica: solucio del sistema AXx=b (A% ™™ n>m, A de
rang complet), que s’obté fixant N-M variables a zero (variables no
basiques, X) i resolent per a les restants M variables (variables
basiques, Xg)

X
Ax=[B N] B |=b; Bxg+Nxy =b
XN
Bxg =b— Nxy B — : : _ _n-l
Xg =b—si Bnosingular: xg=B"Db
xn =[0]

¢ Soluci6 Basica Factible: solucio basica que és factible ( X >0).

Wil Dept. d’Estadistica i . . . . . . PLE-Intro-24
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Exemple : calcul d’'una solucio basica

s.a.: Ix; + IX, + X5 =200
9x, + 6X, + Xy = 1566
12x, + 16X, + Xg = 2880

X1y Xoy X3, X4, X5 2 0

o Calculem la s.b. associada a xg = [ X;, X, , X5]

X

Xg=|X,|>B=|9

X3

@F'  Dept. d'Estadistica i
= Investigaci6 Operativa.

1 11
6 0] ;det(B)=72= nosingular
12 16 0
X, +X, +X = 200
B} 9x, +6Xx, = 1566 — X; =
12x, +16x, = 2880

F. Javier Heredia - http://www-eio.upc.es/~heredia/
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X;=0, X,=0, X;=200, X,=1566, X;=2880
X,=174, X,=0, X5=26, X,=0, Xs=792
Xy, X5, Xg | X3y X5 | X;=80, X,=120, X;=0, x,=126, Xx5=0 64000
Xy, X3, X4 | X1, X5 | X;=0, X,=180, X3=20, x,=486, X5=0 54000
Xy, Xo, X3 | X4y X5 | X;=108, X,=99, X5= -7, X,=0, X;=0 67500
Xy, Xgy Xg | Xp, X5 | X;=240, X,=0, X5= -40, X,= -594, Xx;=0 84000
X, Xg, X5 | X9, X5 | X;=200, x2=0, X3=0, X,= -234, X;=480 70000
Xy, Xgy X5 | X1, X3 | X;=0, X,=200, X3=0, X,=366, X;= -320 60000
0 | X,, X3, X5 | Xy, X, | X,=0, X,=261, X,= -61, X,=0, X:= -1296 78300

Solucions basiques

factibles

@F' | Dept. d'Estadistica i
= Investigaci6é Operativa.

solucions basiques
infactibles
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Solucions Basiques Factibles i punts extrems

X2 A Solucions Basiques Factibles
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250 S.B.F.1: x,=0, x,=0, X4=200, x,=1566, X;=2880
S.B.F. 2: x,=174, x,=0, X3=26, X,=0, X5;=792
200 / S.B.F. 3 :x,=122, X,=78, X;=0, x,=0, X;=168

S.B.F. 4 : x,=80, X,=120, x5,=0, X,=126, x;=0
S.B.F.5: x,=0, x,=180, x;=20, x,=486, x;=0

44 s.b.f.
N3

150

o
I_ 100 N7, 5 — adjacents
. (només es
diferencien
50 en unav.b.)
e 2 X,=0
-
0 50 100 150 200 250 x,
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X2

min 2z =5z — Z2 i
8.8, \

2 — e
(PL) T+ T2 i
1+ 32 < 4
1+ 22 <5

33;_\,0 Kp — >
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