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Introduccio iii

Introduccio

Es presenta en aquest llibre una col-leccié de problemes de Programacié Lineal i Entera. El
nivell dels problemes presentats fa que la collecci6 sigui especialment adequada per a assig-
natures introductories d’Investigacié Operativa en cursos de diferents Enginyeries Superiors i
Tecniques, aixi com Graus d’Estadistica i Matematiques.

Els problemes s’han dividit en quatre apartats: problemes de modelitzacié, problemes de
programacié lineal, problemes de programacio lineal entera. Els exercicis de la part de mod-
elitzacié inclouen tant problemes provinents del camp de les enginyeries com problemes classics
de la Investigacié Operativa que tot futur titulat he de conixer. Pel que fa a les tres unitats de
programacio lineal, programacié lineal entera i programacié no lineal, els problemes presentats
tenen 'objectiu de fixar i reforcar les nocions que els alumnes reben a les classes de teoria. La
major part dels problemes d’aquestes unitats son de caracter practic, tot i que també hi ha
alguns teorics de dificultat mitjana.

La collecci6 es troba constituida per problemes inedits, problemes classics d’Optimitzacié, i
variants de casos extrets de ’extensa bibliografia existent sobre la materia. La colleccié és fruit
del treball dels autors durant els seus anys de docencia a diferents assignatures de la UPC i de
la Universitat Rovira i Virgili (URV) en les Enginyeries Informatica i Quimica, Diplomatura
d’Estadistica, Llicenciatures de Matematiques i de CC. i TT. Estadistiques i en el Master Oficial
d’Estadistica i Ivestigacié. Operativa.

Els professors Jordi Castro i F. Javier Heredia sén professors titulars del departament d’Esta-
distica i Investigacié Operativa de la UPC i membres del grup de recerca en optimitzacié
numerica i modelitzacié de la UPC (GNOM, http://gnom.upc.edu).

Barcelona, febrer de 2011.
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1 Problemes de programacié lineal

1 Problemes de programacio lineal.

1.1 Resolucio grafica.

1. Soluci6é de problemes pel méetode grafic I

Determinar de forma grafica la solucié dels segiients problemes de programacié lineal:

min — 3x1; — 4o min — 3x1 — 229
subj. a subj. a
) 4.%‘1 — QIQ S 5 b) 41,’1 — 2$2 S 5
a
3!1/'1 +4!E221 31‘1 +4$221
T1+x2 <2 T1+x2 <2
1 >0 2220 1 >0 22>0
min — X1 — X2 .
. min 3x1 + xo
subj. a )
t2. <3 subj. a
T+
) P d) 201 + 15 > 2
xr1 + 21’2 S 2
31‘1 +4IL’2 S 12
3r1+x2=3

1 >0 x99 lliure
1 >0 22020

min  x; + X9 min T + 2o
subj. a subj. a
e) 2x1 + 19 > 2 ) 31 + 2215 > 6
3x1 +4xs <12 1+ a9 <2

z1 >0 29 lliure 0<x1<3/2 292>0
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2. Resolucié grafica de problemes (PL)*

Considereu el segiient problema de programacié lineal (PL):

min z=cux
s.a.:
(PL) —x1+ 322 < 6
x1t+a9> 1
2rx1 —x9 <10
x>0

a) Trobeu graficament la solucié de (PL) per ¢ = [—3 1]. Classifiqueu el problema.

b) Trobeu graficament la solucié de (PL) per ¢ =[—2 1]. Classifiqueu el problema.
¢) Trobeu el valor del terme independent de la segona constriccié a partir del qual (PL) seria
infactible.

3. Resolucié grafica de problemes (PL)*

Considereu el segiient problema de programacié lineal (PL):

min z=cC1x1 + 29
S.a.:
21’1 “+ X2 Z 4
31’1 — T2 Z 1
x>0

Trobeu graficament la soluci6 del problema (PL) per als diferentes valors possibles de ¢;.
4. El coeficient de la funcié objectiu *

Determineu per a quin rang de valors del coeficient p té un unic punt optim, té optims
alternatius, o es illimitat el segiient problema:

min pr; — x
subj. a
T, —x9 > —1
T, — a9 <1
T1+x2>1
120 2220

Feu el mateix estudi que abans considerant ara la funcié objectiu pzi + x2.
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5. Minimitzacié d’una folga *
Solucioneu de forma grafica el segiient problema de programacio lineal:

max 3

subj. a
r1 +3r9+23=06
3r1+x9+24=06
T1+a9>1
;>0 1=1,...,4

I si la funcié objectiu fos max z47
1.2 Transformacidé a la forma estandar.

6. Més problemes de transformacié a la forma estandard

Transformeu a la forma estandard els segiients problema de programacié lineal (i si és possible,
intenteu-los simplificar eliminant variables i/o restriccions).

min  — x1 + 229 min —x1; — 229
z1,T2 1,22
subj. a subj. a
a) 21 4ay > 4 b) 2 < 2y 432, < 4
3x1 > 6 5 < 4dxy 469 < 6
120 2220 2120 x13<4
zlnagnrg, Tt 20— w guzg T — 229
subj. a subj. a
0 W > 10 0 3¢1 420, < 5
321 + 33 = 6 20 — w2 2 10
1+ 24 > 10 —SsmsS
—10< 25 < 10

z1 >0 x9>0 23 lliure
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7. Transformacié a la forma estandar®.
Transformeu el segiient problema lineal a la forma estandar:

max z =6x1 — bz + 324
s.a.:

— 329 =5
(PL) & X2

6§$1+CE2*5Z4§7
3(E1 +7.’£2
3(E3 Z 4

1 lliure, 20 >0, 23<0, 24 >0

8. Transformacié a la forma estandard *
Transformeu a la forma estandard el segiient problema de programacié lineal:

max  3x1 + 2z + 373
T1,T2,T3

subj. a
4 < 2x1 +x9 + 23
3r1 —xo +2x3

r1 >0 x9>3 x3lliure

20

ININ

9. Un problema de programacié lineal “disfressat” *

Formular com a problema de programacié lineal (i simplificar-lo tot el possible):

min Inxq
1,T2,T3

subj. a

T1T273 > €°

Z1
2=
€2

0<w1§e2 x2264 x3 >0

Per que creus que els limits de les variables z; i x3 s’han definit com z; > 01 z3 > 0, en
comptes de 1 > 01 x3 > 07

10. Valor absolut a les restriccions *

Escriure com a problema de programacié lineal:
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HliIl — T —+ 3132 —+ 2583
T1,T2,T3

subj. a
1 Hbxe +xz >
|3x1  —2x4] <
120 2220 23>0

)
3

Podriem tranformar-lo en un problema de programacié lineal si la segona restriccié fos |3x1 +

11. Valor absolut a la funcié objectiu*
Formular com a problema de programacioé lineal
min ¢’ |z|
x
subj. a Az =1b

sabent que totes les components ¢; del vector de costos ¢ verifiquen ¢; > 0. (Nota: aquest
problema és d’una certa dificultat).
12. Funcié objectiu igual al maxim d’una série de valors *

Una companyia vol minimitzar els costos de produccié en una determinada planta. Té per-
fectament determinades les restriccions del problema, i sap que la funcié objectiu és lineal. Ha
encarregat a tres enginyers de la planta que determinin el vector de costos de la funcié objectiu,
i ha observat que tots ells han proporcionat tres vectors c4, c¢p i cc semblants, pero no iguals.
Per curar-se en salut, la companyia decideix optimitzar el seglient problema:

min  max{chz,ckx, cha}
subj. a
Az =b
x>0

D’aquesta forma, donat un punt x qualsevol, el seu valor de funcié objectiu sera el que té un
cost més elevat segons les estimacions del vector de costos dels tres enginyers.

La companyia, pero, només disposa d’eines informatiques per solucionar problemes de pro-
gramacié lineal. Aleshores, pot solucionar el problema anterior amb els paquets de programacid
lineal que té? Com hauria de transformar el problema?

13. Transformacié en restriccions de desigualtat *

Sovint interessa considerar la regié factible d’'un problema de programacié lineal com el
conjunt de punt formats per la interseccié d’un nombre finit de semiespais tancats, és a dir,
com el conjunt de punts definit per {afx < by,...,al x < b, }. No sempre, perd, trobem la
nostra regié factible expressada de la forma anterior, ja que podem tenir restriccions d’igualtat
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i de >. Penseu com es pot transformar el problema

min ¢’z

subj. a
alz =by
aQT:E > by

a?;x < b3

en un d’equivalent de forma que totes les restriccions siguin de <. Feu-ho sense afegir variables
artificials.

1.3 Solucions basiques.

14. Solucions basiques*

Trobeu totes les solucions basiques factibles dels segiients problemes:

a)

min 2z =5z — 2o b)
s.a.: min z = —4x1 + 29
(PL) 2x1 +x9 =06 S.a.:
r1+ 19 < 4 (PL) 31+ x5 <6
T+ 229 <5 —x1 4+ 222 <0
x>0 x>0

15. Solucions basiques*
Considereu el segiient problema de programacio lineal:

min 2z = 5x1 + 3x2 + T3
S.a.:
(PL) 1+ a2+ 323 <6
o1 + 3x2 + 323 < 15
x>0

a) Trobeu totes les soluciones basiques factibles de (PL).
b) Trobeu totes les solucions basiques no factibles de (PL).

1.4 Algorisme del simplex primal.

16. Fase I*

Considereu un cert problema d’optimitzacié amb una regi6 factible definida per les constric-



