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Tema 1: Introducció a la PLTema 1: Introducció a la PL
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Introducció a la programació lineal
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 Objectius tema 1.

 Teoria: conceptes bàsics (setmana 1).

– Definició de problema de programació lineal.

Resolució gràfica de problemes de PL– Resolució gràfica de problemes de PL.

– Forma estàndard de problemes de PL.

– Solucions bàsiques factibles.

 Laboratori: formulació i resolució computacional de 
probmes PL (setmana 2).
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Objectius específics del tema 1
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1.1 Saber les característiques dels problemes de PL com a problemes d’optimització.

1.2 Trobar la solució òptima d’un problema de programació lineal de dues variables
mitjançant la seva representació gràfica.

1.3 Classificar un problema de programació lineal de dues variables (problema amb
solució única o amb òptims alternatius, problema il·limitat o problema infactible)

1.4 Saber expressar un problema de PL en la forma estàndard.

1.5 Donat un problema de PL de dues variables, calcular totes les solucions bàsiques i
bàsiques factibles.

1.6 Ser capaç de resoldre computacionalment problemes senzills de PL amb l’ajut d’un
llenguatge de modelització matemàtica.
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d’optimització
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E d optimització

min

subjecte a (s a ):

nx
f(x)

h(x)




 0

Funcio Objectivu

Constriccions d'igualtatsubjecte a (s.a.):(P)
( )

h(x) 

g x

x X

 



 

0

0

Constriccions d igualtat

Constriccions de desigualtat

Domini de definiciox X Domini de definicio

on x n són les variables de decisió, o senzillament, variables, I

a 
la

  
P

L

Amb : f h g  C2

    n n m n l nf :  h :  g : X      
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de Programació Lineal (PL)
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E de Programació Lineal (PL)



1

min

s.a.:

n

n

i i
x i

c x
 








�

min

s.a.:

n

n

x
c x c


 





�
�

1

(P)

1,2, ,
n

ij i j
i

a x b j m


  
        

 
(P)

,m n mAx b A b

         
   

� �

1,2, ,i i il x u i n

  
     , nl x u l u

 
    �

a 
la
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L

on c, l, u i A són els paràmetres del problema, que són les dades 
conegudes del problema.
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E L’empresa “Blue Ridge Hot Tubs” fabrica dos 

tipus de banyeres d’hidromassatge amb les 
següents característiquessegüents característiques

Aqua-Spa Hydro-Lux
B b 1 1Bombes 1 1
Mà obra 9 hores 6 hores
Canonades 12 feet 16 feetCanonades 12 feet 16 feet
Benefici unit. 350 € 300 €

a 
la
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L

N’hi ha 200 bombes, 1566 hores de mà 
d’obra, i 2880 ft de canonada disponibles.
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“Blue Ridge Hot Tubs”
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g

max: 350x1 + 300x2

s.a.: 1x1 +    1x2  2001 2

9x1 +    6x2  1566

12x1 +  16x2  28801 2

x1  0

x2  0

a 
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x2  0

Ens plantegem ara resoldre gràficament
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250

(0, 200)

Formulació

200

150

Frontera de la constricció de “bombes” 

x1 + x2 = 200
150

100

1 2

Punts del quadrant 
positiu (x0) que 100

50

p ( ) q
satisfan la constricció 
de “bombes”

a 
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x
0

0 50 100 150 200 250

(200, 0)
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x2
Gràfic de la segona constricció
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250
(0, 261)

Frontera de la constricció de “mà d’obra”

Formulació

200

150

9x1 + 6x2 = 1566

150

100

Punts del quadrant 
positiu (x0) que 100

50

satisfan la constricció 
de “bombes” I de “mà 
d’obra”

a 
la
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x
0

0 50 100 150 200 250

(174, 0)
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x2 Gràfic de la tercera constricció
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250

(0, 180) Frontera de la constricció de “canonades” 

Formulació

200

150

12x1 + 16x2 = 2880

Punts del quadrant150

100

Punts del quadrant 
positiu (x0) que satisfan 
les constriccións de 
“bombes”, “mà d’obra” 
i“canonades”100

50
Regio Factible

i canonades

a 
la

  
P

L

x
0

0 50 100 150 200 250

(240, 0)(políedre)
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Gràfic d’una corba de nivell de la
funció objectiu
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250

j

200

150
(0, 116.67) Funció objectiu

150

100

Funció objectiu 

350x1 + 300x2 = 35000

100

50 (100, 0)

a 
la
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x2

Un altre corba de nivell de la 
funció objectiu
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250

(0, 175)

funció objectiu

(350 300)’ t d t
200

150

c=(350, 300)’ vector de costos:

Determina el sentit de 
creixement de la funció objectiu

150

100

Funció objectiu 
350x1 + 300x2 = 52500100

50 (150, 0)

a 
la
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x
0
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Identificació de la solució òptima
mitjançant les corbes de nivell
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250

j ç

Corba de nivell que passa per la 
regió factible amb valor més alt 

200

150

c
150

100
Solució òptima 

100

50

Quines coordenades té?

a 
la
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x
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solucions òptimes:punts extremsx2
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p p

SI un problema de PL té solució 
òptima amb f.o. finita, llavors té un a 

l ió ò ti b t t

250

z = 54000
solució òptima sobre un punt extrem

200

150

x=(0, 180)’

z = 64000

z = 66100

150

100 (122 78)’

x=(80, 120)’

z = 60900

100

50

x=(122, 78)’

z = 0

a 
la
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z = 60900

x
0

0 50 100 150 200 250

x=(174, 0)’x=(0, 0)’
z = 0
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1 Dibuixar la recta associada a cada constricció1.Dibuixar la recta associada a cada constricció.

2. Identificar la regió factible.

3. Representar el vector de costos c.

4. Identificar el punt extrem òptim.

5 Calcular la solució òptima

a 
la

  
P

L

5. Calcular la solució òptima.
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Casos especials de problemes de PL (I): 
Òptims alternatius
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250

Corba de nivell “òptima”

200

150

450x1 + 300x2 = 78300

150

100100

50
Òptims alternatius

a 
la
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x
0

0 50 100 150 200 250
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Casos especials de prob. de PL (II): 
Constriccions redundants
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250
Recta de la constricció de “canonada” 

200

150

Recta de la constricció de “bombes” 

REDUNDANT
150

100 Recta de la constricció de “mà d’obra” 100

50 Regió Factible

a 
la
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x
0

0 50 100 150 200 250
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Casos especials de prob. de PL (III): 
Problema il.limitat
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1000 z = x1 + x2
Es pot aconseguir una 
millora il.limitada en el 
valor de la funció objectiu

800

600600

400400

200

Regió 

Factible

a 
la
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L

x
0

0 200 400 600 800 1000
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Casos especials de prob. de PL (IV): 
Problema infactible

P
L

E
 /

 G
E

250 P1  P2= 
INFACTIBLE

200

150
Regió factible de la 

INFACTIBLE

150

100

segona constricció

P2Regió 100

50

g
factible de 
la primera 
constricció

a 
la

  
P

L

x1

0
0 50 100 150 200 250

P1
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Forma estàndar d’un problema PL
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 Forma estàndar 
d’un problema de  0



 

bbAx

xc

:s a

min

(PL)d un problema de 
PL:

 0,

0







 b

x

bAx:s.a. (PL)

 max c´x  min (-c)´x max c x  min (-c) x

 a jx  bj  a jx + xk = bj , xk  0
x : variable de folga (“holgura” “slack”)xk : variable de folga ( holgura , slack )

 a jx  bj  a jx - xl = bj , xl  0
xl : variable d’escreix (“exceso” “surplus”)

a 
la

  
P

L

xl : variable d escreix ( exceso , surplus )

 xi  0  yi = -xi , yi  0

 x lliure  x = u -v u v  0
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 xi lliure  xi  ui-vi , ui ,vi  0
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C Exemple de pas a la forma estàndar

“Blue Ridge Hot Tubs”
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E Blue Ridge Hot Tubs

min z = -350x1 - 300x2 }  benefici

s.a.: x1 + x2 + x3 = 200 } bombess.a.: x1    x2  x3  200   }  bombes

9x1 + 6x2 + x4 = 1566 }  mà obra

12x1 + 16x2 + x5 = 2880 } canonades12x1 + 16x2 + x5 = 2880 }  canonades

x1, x2, x3, x4, x5  0 } no negativitat
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Solucions Bàsiques Factibles (SBF)
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 Considereu el problema PL en la 
forma estàndar:











:s.a.

min

 (PL) bAx

xc

  0x

 Solució Bàsica: solució del sistema Ax=b (A nm, n  m, A de 

rang complet), que s’obté fixant n-m variables a zero (variables no 

bàsiques, xN) i resolent per a les restants m variables (variables 

bàsiques, xB)bàsiques, xB)

  bNxBxb
x

x
NBAx NB

N

B    ;  









a 
la

  
P

L  bBxBbBx
x

NxbBx
BB

N

NB 1    :singular  no   si  
0








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 Solució Bàsica Factible: solució bàsica que és factible ( x  0).
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Exemple : càlcul d’una solució bàsica
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E
Min z = -350x1 - 300x2

s.a.: 1x1 +   1x2 + x3 = 200

9x + 6x + x = 15669x1 +   6x2 + x4 = 1566

12x1 + 16x2 + x5 = 2880

x1, x2, x3, x4, x5  0

Calculem la s.b. associada a xB = [ x1 , x2 , x3]´:











 1111x

singular nodet ;  





















 72)(

01612

069

3

2 BB

x

xxB

No és 
 108200

a 
la

  
P

L

factible



















































7

99

108

28801612

156669

200

0

0

21

21

321

5

4
BN x

xx

xx

xxx

x

x
x   ,  
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Solucions Bàsiques i Bàsiques Factibles

P
L

E
 /

 G
E

xB xN x z
1 x3, x4, x5 x1, x2 x1=0, x2=0, x3=200, x4=1566, x5=2880 03 4 5 1 2 1 2 3 4 5

2 x1, x3, x5 x2, x4 x1=174, x2=0, x3=26, x4=0, x5=792 60900

3 x1, x2, x5 x3, x4 x1=122, x2=78, x3=0, x4=0, x5=168 66100

4 x1, x2, x4 x3, x5 x1=80, x2=120, x3=0, x4=126, x5=0 640001, 2, 4 3, 5 1 , 2 , 3 , 4 , 5

5 x2, x3, x4 x1, x5 x1=0, x2=180, x3=20, x4=486, x5=0 54000

6 x1, x2, x3 x4, x5 x1=108, x2=99, x3= -7, x4=0, x5=0 67500
7 x1 x3 x4 x2 x5 x1=240 x2=0 x3= -40 x4= -594 x5=0 840007 x1, x3, x4 x2, x5 x1 240, x2 0, x3  40, x4  594, x5 0 84000
8 x1, x4, x5 x2, x3 x1=200, x2=0, x3=0, x4= -234, x5=480 70000
9 x2, x4, x5 x1, x3 x1=0, x2=200, x3=0, x4=366, x5= -320 60000

10 x2, x3, x5 x1, x4 x1=0, x2=261, x3= -61, x4=0, x5= -1296 78300

a 
la

  
P

L

2, 3, 5 1, 4 1 , 2 , 3 , 4 , 5
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C Solucions Bàsiques Factibles i punts extrems

x2 Solucions Bàsiques Factibles
P

L
E

 /
 G

E 2

250

Solucions Bàsiques Factibles
S.B.F. 1 :  x1=0, x2=0, x3=200, x4=1566, x5=2880

S.B.F. 2: x1=174, x2=0, x3=26, x4=0, x5=792

200
S.B.F. 3 : x1=122, x2=78, x3=0, x4=0, x5=168

S.B.F. 4 : x1=80, x2=120, x3=0, x4=126, x5=0

5

150
4

S.B.F. 5 : x1=0, x2=180, x3=20, x4=486, x5=0

s.b.f. 
adjacents

100

50

3
adjacents 
(només es 
diferencien 
en una v.b.)
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1 2
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