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IMPLEMENTACIO D’UN ALGORISME
PRIMAL-DUAL DE PUNT INTERIOR AMB FITES
SUPERIORS A LES VARIABLES
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Aquest document presenta una implementacié d’un algorisme primal-dual
de punt interior, que permet considerar variables afitades superiorment.
A diferéncia d’altres codis que obtenen la direccié del métode de Newton
a cada iteracié usant técniques de matrius simétriques indefinides, la im-
plementacié feta descompon el procés fins arribar a un sistema simetric i
definit positiu. Aixo permet que es pugui fer una factoritzacio simbolica
prévia per tal de coneixer la topologia de la descomposicié de Cholesky
que s’efectuara a cada iteracid, agilitzant aixi el procés de calcul. El codi
desenvolupat es compara amb dos paquets de programacio lineal capda-
vanters: Minos 5.3 (una implementacio eficient de I'algorisme del simplex)
i LoQo (codi de punt interior basat també en un algorisme primal-dual).
Els problemes resolts en la comparacié pertanyen al conjunt de problemes
de la Netlib (una bateria estandard de problemes de programacio lineal).
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1. INTRODUCCIO

Des de I'aparici6 el 1984 d’un algorisme basat en transformacions projectives
a Karmarkar(1984) per resoldre problemes de programacié lineal (anomenat també
algorisme de Karmarkar), es va iniciar una forta activitat de recerca dins del camp
dels anomenats métodes de punt interior. Aquests, a diferéncia del fins lavors ma-
joritariament emprat algorisme del simplex, arriben al punt dptim a través de I’interior
de la zona factible delimitada pel conjunt de constriccions, en comptes de bellugar-se
per la frontera com ho feien els iterats obtinguts amb el simplex. L’algorisme de
les transformacions projectives, perd, va ser precedit per I’algorisme de 1’et.lipsoid
(Khachiyan(1979)), també de complexitat polindmica, encara que mai va ser un com-
petidor del sfmplex des del punt de vista practic. Des d’aquell article inicial d’en
Karmarkar nous metodes van apargixer, entre ells els anomenats d’escalat aff, on la
transformacié projectiva de I’algorisme de Karmarkar era substituida per una trans-
formacié afi (Barnes(1986), Monma i Morton(1987), Vanderbei et al(1986)). Poste-
riorment van apargixer els anomenats métodes primal-dual (Monteiro i Adler(1989)),
basats en la substituci6 de les constriccions de no-negativitat de les variables per una
barrera logarismica (Wright(1991)). Els métodes de punt interior han guanyat un am-
pli reconeixement com a procediment d’optimitzacié per a problemes lineals en els
darrers anys, i s’han mostrat forga més eficients que I’algorisme del sfmplex.

El codi presentat en aquest document implementa un métode primal-dual de punt
interior. Malgrat ser, des d’un punt de vista formal, més complexos que els métodes
d’escalat aff, els métodes primal-dual s’han mostrat computacionalment més eficients
que aquells. La implementaci6 feta tracta les fites superiors a les variables de forma
explicita, sense afegir constriccions addicionals. Aixd fa que no incrementem la
dimensi6 del sistema simetric i definit positiu a solucionar a cada iteracié (donat que
aquesta dimensié és exactament el nombre de constriccions del nostre problema).
A més, el fet de que la topologia d’aquest sistema sigui sempre la mateixa a cada
iteraci6, permet usar rutines de factoritzacié simbolica per tal de determinar a priori
el nombre i la situaci6 dels elements nous no-zero creats en fer la descomposici6 de
Cholesky. Aquesta factoritzacié simbdlica caldra fer-la només una vegada al principi
de P'execuci6, i sera aprofitada posteriorment a cada iteracié. En aquest punt el
codi difereix clarament respecte altres implementacions capdavanteres d’algorismes
primal-dual (com ara Vanderbei(1992), Vanderbei(1994)), que solucionen un sistema
simetric i indefinit mitjangant una factoritzacié de Bunch-Parlett (Duff et al(1986),
Vanderbei i Carpenter( 1993)), que, en teoria, ha de ser lleugerament menys eficient
que una factoritzaci6 de Cholesky coneixent el patr$ d’esparsitat.

El present document s’estructurara de la segiient forma. En primer lloc es de-
tallaran les bases de I'algorisme primal-dual amb fites superiors a algunes variables.
A continuaci6 es comentaran certs aspectes referents a detalls de la implementaci6
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feta. Finalment el codi desenvolupat es comparara amb-dos codis capdavante.rs:
d’optimitzacié lineal, usant una bateria estandard de 80 problemes de programacié

lineal.

2. ALGORISME PRIMAL-DUAL CONSIDERANT FITES SUPERIORS A
LES VARIABLES

En aquesta secci6 es fara un breu esment del métode prima‘l-dual usat, una espe-
cialitzacié del métode general per a problemes amb fites supeno\rs ejn al'g‘une_s varia-
bles. No es pretén, perd, aprofondir en els aspectes de convergéncia ni justificar el
métode. Per més detalls sobre els metodes primal-dual hom pot consultar Arbel(1993)

i Monteiro i Adler(1989).

2.1. Formulacié dels problemes primal i dual

Considerem el segiient problema de minimitzacié amb fites superiors a algunes

variables
min x
subj. a Ax=0b
o 0<x, <% ‘
0<x

onx, € R™, x; e R" , x=(x,x})', x e R* (llavors n=n,+n;), cER", b€ R’”nx
A € R™", Considerant un particionament escaient de c i A, i afegint folgues f € R™
per als limits superiors, el problema anterior pot ser escrit com:

min ¢,x, + ¢jx;
subj. a Ayx, +Apx;=b
) xy+f=Xxy
x>0
20
onc, € R%, ¢, € R, A, € R™™ | A; € R™™,

Considerant les variables duals y € R™, u € R™, i les fol_gues z2=(3,g3) (zu.e R"“:
7z € R, per tant z € R") i w € R™, el problema dual associat a (2) pot ser escrit com:
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max b’y+fuu
subj. a Aly+u+z, =¢,
B) Ay+z =q
u+w =0
YER" ueRw

220 2,20 w>0

De la tercera constriccié es té

que u = —w i, aleshores, eliminant u el problema
iral pot ser formulat com:

max b’y—fuw
subj. a Aly+z,—w =,
) Ay+z =¢q
YER™

420 >0 w>0

. Obtencié dels Lagrangians a través una barrera logarismica

Als problemes primal i dual préviament definits les restriccions de no-
les variables poden ser substituides per una penalitzaci6 de barrera log
pm descriu Wright(1991)). Llavors el problema primal (2) pot ser ex

negativitat
arismica (tal
pressat com:

min c,x, + Cixl —uX Inx; - MZ?;I ln(fu,- = Xy;)
subj. a Ayx, +Ax; = b
H>0

fntre que el dual (4) pot formular-se tal i com segueix:

max by —Xw+uTL Ing; +pu3™ Inw,
subj. a Aly+z,—w =,
Aly+z =¢
YER™ nu>o0

t;:ontinuacié, associant els multiplicadors de Lagrange y € R™ a les constriccions
tat de (5) construim el Lagrangia L, del problema primal;

UM

S Xy — - Axi—b
)] Lp(xa}’vu)=C:4xu+c;xl_“§:lnxi‘u lln(xu,- xu,-) )}(Auxu"‘ X )

i=1 i=

Analogament, associant els multiplicadors x, € R™ i x; € R a les constriccions
d’igualtat de (6) obtenim Ly, el Lagrangia del dual:

(8 Ld(X,y,Z»WaP-) = bty—i:‘w+ui__zlln2i+

Ny
+ pY Inwi—X(Aly+z—w—c)—x(Aly+u—c)

i=1

2.3. Condicions d’optimalitat de Kuhn-Tucker de primer ordre

Si denotem per e; el vector /-dimensional de 1’s' i considerem X, X}, X, Z,, Z;,
Z, W, F matrius diagonals, on:

e = (1p,-.., 1)
Xu =diag(xl,...,x

u Uny )
X; diag(x,l veees ¥y, )

X, 0

x=(%%)
) Z, = diag(z, ,--2,,)
Z diag(z,l,...,zlnl)

Z, 0
Z= ( 0 Zl)
W = diag(wy,...,Wn,) ~
F = diag(x, —x,,-->%,,, — %)

imali ari i en ser
llavors les condicions d’optimalitat necessaries de primer ordre de L, pod
escrites com:

oL,

(10 == = Cu—MX e, +UF ey, —Aly:=0
aL - * —

an a_xf = o — WX ey —Aly:=0

12) aa% = _(Auxu+Ale—b):=0
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Per la seva banda, les condicions d’optimalitat de primer ordre del Lagrangia dual
(8) sén:

oLy

.(13) ol =AYy —zu+w:=0
(14) %% = c-Aly-z:=0
(15) —aaLTd = b-Ax,—Ax;:=0
(16) ég—:— = UZlep—Xep:=0
17) %% = pWle,, —Fe,, :=0

Les condicions (12) i (15) s6n la mateixa, i imposen la factibilitat primal al’doptim,
Les condicions (13) i (14) imposen la factibilitat dual de 1a soluci6. Les condicions
(16) i (17) (usant ()) poden ser reescrites com:

Z,Xuen, = He,, }
1 8 u u
(18) ZiX; €y = MUep
19) FWe,, = Mey,

i les anomenarem condicions de complementarietat (aixd degut a que, quan u—0
tenim que (18) i (19) s6n exactament les condicions del teorema de la folga comple-
mentaria, les quals han de ser garantides per la solucié del problema primal i dual).
Finalment, es pot veure facilment que, verificant-se la factibilitat primal, la factibilitat
dual i la complementarietat, automaticament queden satisfetes les dues condicions
restants (10) i (11):

* pel que fa a (10) veiem que:
0 L Cu _“Xu_lenu +|-LF_len,, —Ay
[usant (13)] = Ay+z—w—pX; e, +pFle, —Aly

[usant (9)] = Zyen, —Wen, — WX ey, +uF e,

= (Zuen, — “-Xu_lenu) + (p.F_le,,“ —Wey,)
fusant (18) i (19)] =0

e per la seva banda, per (11) observem que:

? _
0= ¢—pX le,,,~A§

[usant (14)] = A}y +7— X le,,, - A;y
[usant (9)] = Zjen, — X[ ey,
[usant (8)] =0

238

Per tant, les condicions finals de Kuhn-Tucker de primer ordre que ha de verificar
un punt per ser considerat dptim del nostre problema seran les sis segiients:

20) XuZyen, = ey,
@1 XiZien, = Wen,
22) Ay +Apx =b
(23) Ay+z=q
24) . FWen,‘ = Uep,
(25) Af,y+z¢—w=€u

Clarament, quan n, = 0 (n = ny, és a dir, no hi ha cap variable amb ﬁta superior)
només cal considerar les equacions (21, 22 i 23), les quals s6n, efectlvamer!t, les
condicions d’optimalitat del métode primal-dual estandard sense fites a les variables

(com es pot veure a Arbel(1993)).

2.4. Solucié del sistema no-lineal

El sistema no-lineal d’equacions (20-25) resultant es resoldra usant el métode de
. ; i i i . .u
Newton, on el sistema lineal d’equacions J idi =—f' —essent J' el jacobia del
sistema, d | la direcci6 de Newton i f' 1’avaluaci6 del sistema al punt actual— a
ser resolt a cada iteraci6 i és:

(26)
Z, X dx, uen, — XuZyuen,
Z X dx; Hen, — XiZyen,
A | A dy | b—Ax
Al 1, du | a—Ay-u
-W F dz; pen, —WFe,,
Al | I, -1, dw Cu—AYy—zut+w

Definint els nous vectors (que representen els termes independents del sistema
lineal anterior):

27 bll = e, — X,ZIe,,,
(28) by, = Wew, — XuZuen,
(29 by = pe,, —WFe,,
(30) by =b-Ax
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(3]) b4l=CI—A;y—-z,
(32) bo, = cumAly—zu+w

s’arriba a que la solucié de (26) ve donada per:

(33) (ASA")dy = by + ASr

34) . dx=S(A'dy—r)

(35) dw=F~Y(b; + Wdx,)
(36) dzy = by, +dw— Al dy
(37 dz; = by, — Ajdy
essent

r = ('Iu,'ll)’ re R ry € R ne R

(38) ry, = F_1b2+b4" —Xu-lbl,, rn= b4l _X[_lbll

S = (f)" ;) SERY, S, e Rw*m, ) ¢ Ruxmu
Su = FX(ZF+XW)7 §=2%

(39)

on 8, i §; poden ser calculades directament, donat que no sén més que productes i
sumes de matrius diagonals. A I'apéndix 1 es pot trobar el procés de reducci6 de (26)
a la seqgiiencia (33-37).

El codi presentat soluciona a cada iteraci6 el sistema (26) a través de (33-37),
a diferéncia d’altres —com Vanderbei(1992)— on (26) es soluciona usant técniques
per matrius simétriques indefinides basades en la factoritzacié de Bunch-Parlett (Duff
et al(1986), Vanderbe;j i Carpenter(1993), Vanderbei( 1994)).

També cal fer notar que en la solucié del nostre sistema cal invertir les matrius
diagonals X, Z, W, F definides a (9). Naturalment aixd només és possible si cap element
diagonal és igual a 0. Per tant, per poder garantir 1’obtencié de (33-37) cal que les
variables primals i duals no arribin mai a les seves fites (inferiors o superiors), és a
dir, hem d’obligar a tenir Sempre punts estrictament interiors respecte les seves fites.

2.5. Actualitzacié del nou punt i del parametre p de penalitzacié

Un cop s’han calculat les direccions (33-37), cal actualitzar les noves variables
primals i duals per a la segiient iteraci6. Es a dir, calcularem:
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x(H']) 3 x(i)-}.apdx
YW = 5O+ aydy
(40) 240 = 70 4 oydz
with) = Wi 4 oydw

i igui unt interior (és a
on 0, i 0ty s6n tals que preserven el fet de que cada iterat sigui un p (

dir, 0, manté que O<x§i+’) i 0<x,(,i+l)<f,,, mentre que 0y garanteix que 0<z i O<w).

Només queda fer I’actualitzacié del parametre B de la barrera \logan’smma abal}s
de tornar a calcular les direccions (33-37) pel nou iterat c':alculat prc\'u‘ament. Qo\m t?s
habitual als métodes primal-dual, el parametre B s’actughtza en funcié de la distancia
que hi ha al punt actual entre la funci6 primal i la funci6 dual (que anomenarem gap

dual). Al nostre cas concret, tenim que:

i = dx—(b'y-Zw)
{usant 2) i (4)] gap dual = x— (V'y—%,
[usant (2)] = x—xA'y+ZEw
= (' —yA)x+XEw
Xu
[usant (4)] — @-w 2) ( xl ) L Ew
{usant (2)] = Zx+ f'w
[usant (20), (21) i (24)] = pn+pn,
= (n+n,)p
4
_ gap dual
T (n+ny)

Per tal de qﬁe a la segiient iteraci6 es millori el gap dual (gargr}tint 1? com{ergegcm
de I’algorisme), es prendra com nou parametre p@+D) una fraccié de I'anterior. Es a
dir:

ap dual
08 p

on 0<o<l1
(n+n,)

1) ptD =

3. IMPLEMENTACIO DE L’ALGORISME

En aquesta seccié es detallaran alguns aspectes de la implementaci§ del atllgt?nsm:
realitzada. Els cinc punts concrets a tractar seran la fom:)a d:ao)sollix;;mnar [0 s::terln
(33) a cada iteraci6, com escollir el punt inicial (x(®,y(® z(® w(®) com calcular
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les passes o, i 0y de (40), com fer I'actualitzacié del parametre y de la barrera
logarismica i quines s6n les condicions d’aturada del procés iteratiu de minimitzacié.

3.1. Obtencié de dy a cada iteracié

El pas més costSs, des del punt de vista computacional, de tot I’algorisme és
I’obtencié de dy a través del sistema (33). Donat que es garanteix que en tot moment
el punt actual és interior respecte les fites simples de les variables, tenim que la matriu
ASA' sera simetrica i definida positiva, sempre i quan A sigui de rang complet (és
a dir, sempre i quan rang(A)= m). D’igual forma, per a la majoria de problemes
la matriu A acostuma a ser forca esparsa, i sovint aquesta propietat es manté en
construir ASA’. Per tant sembla raonable aplicar t&cniques de resolucié de sistemes
especialment dissenyades per a matrius simetriques definides positives i esparses (és a
dir, s’emprara una factoritzaci6 de Cholesky per a matrius esparses i de gran dimensi6).
Concretament, la implementaci6 realitzada utilitza el paquet SPARSPAK (George i
Liu(1981)) dissenyat per aquest tipus de sistemes.

En fer la factoritzaci6 de Cholesky de ASA’ cal tenir molt present 1I’ordenacié
de les seves files (o columnes), donat que una mala ordenaci6 pot donar lloc a que
es crein un gran nombre d’elements no-zero, tot degradant |’esparsitat original de la
matriu. Per tant, abans de fer la factoritzaci6, cal reordenar les files de ASA’ de forma
que garantim la creaci6 del menor nombre possible d’elements. Hi ha dos possibles
metodes a aplicar per tal de trobar aquesta ordenaci6 millor: 1’ordenacié del minim
grau (“minimum-degree ordering™), i la del minim ompliment (“minimum-local-fill-in
ordering”) (Duff et al(1986)). Al codi desenvolupat s’ha usat la rutina GENQMD del
paquet SPARSPAK, la qual implementa I’algorisme del minim grau.

Cal també observar que la topologia de la matriu ASA’ no varia durant tota
I'execuci6 del programa. Tan sols hi ha una variacié en els coeficients de la ma-
triu diagonal S definida a (39). Aquest fet és clau, donat que implica que només cal
fer una tunica reordenacié de files mitjangant 1’algorisme del minim grau al principi,
en comptes d’una vegada a cada iteracié. D’igual forma també es pot explotar el fet
de tenir una topologia constant fent una factoritzacié simbolica previa del sistema.
Aix0 ens proporciona el patré d’esparsitat del sistema un cop ja factoritzat, i agilitza
clarament el posterior procés de calcul. )

Per tal de calcular de forma eficient ASA’ (només la part sub i diagonal, perd, ja
que €s una matriu simétrica) el codi usa una variacié de la idea proposada a Monma
i Morton(1987). Considerem que la part subdiagonal de ASA’ s’emmagatzema per
columnes al vector 1nz(maxlnz), on maxlnz &s el nombre d’elements no nuls de
la part subdiagonal de ASA! un cop realitzada la factoritzacié simbdlica, mentre que
els elements diagonals es troben al vector diag(m). El nombre d’elements que ori-
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ginalment es tenen a ASA’ (abans de factoritzar) correspon al nombre" de parells de
files de A (A;.,A;,.) tal que alguna variable x; apareix amb un coeﬁc1en‘t no nul en
ambdues constriccions ij i i (és adir 3 j:a; ; #0 i a;, ; # 0). Considerem que
el nombre de parells de files que donen lloc a un elerr}ent no nul de la pz.lrf sub
i diagonal de ASA’ és np. Llavors tindrefn un vec?tor 111‘12.(np) que ens dira per
a cada parell de files amb elements coinc@ents quina posicié ocupa d}fls _els vec-
tors 1nz(.) o diag(.), tenint en compte la 1n.fom}ac16 c!e.la factontza.cw simbolica
préviament feta. Per tal de que ilnz(.) manpngul una tnica nqmtj,raclé,. els vectors
1nz(.) i diag(.) s’emmagatzemen a membqa de forma consecutiva, dm; un vec-
tor que podem anomenar asa(maxlnz+m), i llavo;s aquelles posicions i tals que
1 < ilnz(i) < maxlnz correspondran a la part §ubd1agonal, mentre que aquelles on
maxlnz < ilnz(i) < maxlnz +m estaran associades a la part diagonal. També cal
un vector ifillin(nfill), on nfill és el nombre d’elements no-zero creats a la
part subdiagonal en factoritzar (és a dir, nfill = maxlnz — (np —m)). Aquest vector
ens doéna les posicions dins 1nz(.) dels nous elements creats, les quals ha’n de ser
inicialitzades a zero a cada iteraci6. A més, disposarem de tres vectors més anom-
enats ka(np + 1), 1a(.) i va(.). El vector ka(.) per cada parell de.ﬁles (i1,82) <.ie A
que donen lloc a un element no-zero té un punter als vectors 1a(.) i va(.). El primer
d’aquests, 1a(.), ens diu quines s6n les columnes j amb cleme'nts no-zero a les dues
files i; i iy que estem considerant, mentre que va(.) ens déna dlrect,ament el producte
a;, j- @i, j. El nombre total de columnes amb e]ement§ no-zero d’un parell de files
es troba fent ka(i + 1) —ka(i), essent i ’entrada associada a aquesta 'parella de"ﬁles
dins el vector ka(.). Per exemple, si considerem la matriu de constriccions A segiient:

X] X2 X3 X4 X5 Xg
3 2 1
A= 3 5 1
2 3 -1 1

onm=3, np =6, maxlnz=3infill =0, tenim que els vectors anteriorment definits
sén:

(i) =123 45 6 7 8910 1112 13 14 15
ka(i) = 145 710 12 16

lai) =234 3 2 3 1 35 1 31 2 3 6
va(i) = 94110 9-2 9251 6 -5 4 9 1 1
ilnz(i) =412 5 3 6

Amb aquesta estructura de dades, considerant que la matriu (?iagona] S es troba}
al vector s(n) de dimensi6 nombre de columnes de A, la creaci6 de la part sub i
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diagonal de ASA’ es redueix simplement a fer:

peri =1 fins nfill fer
asa(ifillin(y)) = 0.0

fi-per

peri =1 fins np fer

" acum =0.0
per j =ka(i) fins ka(i +1) — 1 fer
"~ acum = acum + va( J)+ s(ta(y))
fi-per

asa(ilnz(iT—- acum

fi-per

Tot i que la matriu ASA’ es suposa definida positiva, podria ser que, si A no és de
rang complet, s’arribés a tenir pivots diagonals amb valor nul en fer la descomposici6
de Cholesky. Aquest fet podria ser evitat si s’usés pivotaci6 parcial en escollir el pivot,
perd aixd ens modificaria I’ esparsitat de Ia descomposici6 desaprofitant la factoritzaci6
simbolica feta préviament. El que realment s’ha fet, seguint una recomanacié de
Monma i Morton(1987), ha estat, en comptes de solucionar el sistema (ASA’)x = b,
solucionar el sistema escalat (A(S/Y)A")x = b/y, on y=max{S;,i=1,... ,m}. Sien
solucionar el nou sistema escalat trobem un pivot nul, automaticament li assignem
un valor petit (p.e, 10 !2), i continuem la factoritzacié. Aixd és equivalent a intro-
duir una petita perturbacié dins la matriu A de forma que eliminem el fet de tenir
alguna fila combinaci6 lineal d’altres. Els resultats obtinguts amb aquesta regla han
estat forga satisfactoris. Tanmateix, a més d’aquesta simple estratégia, s’han provat
d’altres de més acurades, com ara la triangularitzacié de Gill-Murray (Gill, Murray i
Wright(1981)), sense haver obtingut un millor resultat.

3.2. Eleccié del punt inicial

Un dels punts clau dins de Ialgorisme és el calcul del punt inicial d’iteracid.
Aquest punt, que ha de ser estrictament interior, s’inicialitza atenent a dos criteris
principals. El primer és el de no fixar variables a un valor que estigui a prop de les
seves fites, donat que Ilavors tindrfem un punt “poc interior”. El segon és que, donat
que el punt dptim ha de satisfer les condicions (20-25), interessa que el punt inicial
satisfaci ja d’entrada el maxim nombre de condicions d’optimalitat possible. Dit aixo,
el criteri seguit a I'hora de trobar el punt inicial és el segiient:

a) Variables x: x=100ix, = min{lOO, %}

b) Variables y: y =0 (y s6n variables liures i poden tenir qualsevol valor).
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c) Variables z i w: donat que hem fixat y =0, llavors les condicions de factibilitat
dual (23) i (25) queden directament com

g = ¢
lu—W = Cy

La primera condicié es podra satisfer si Vi ¢, > 0, ja que sin6 tindrfem una
component de z; no-interior. A més, no només interessa que totes les compo-
nents de ¢; siguin positives, siné que també cal que esggfxln 111,1.11)f c}e zero per
evitar tenir un punt “poc interior”. Per tal de garantir aixd, z; s n'uf:xa.htza com
= max{c;,100}. La segona condicié sempre la satisfarem inicialitzant w i

Z, com segueix:

w; = 100,z,, =c,;;+100 sic, >0
With =\ g, = 100,w;=100—c, sic, <0

3.3. Cilcul de les passes o, i 0y

Les passes 0, i 07 usades a (40) es calculen de forma que en to? m'omen¥ es
mantinguin els valors de les variables entre fites. A més, sempre que sigui possxb!e
fer-ho sense violar les fites de les variables, s’intenta que prenguin el valor de 1, ja
que aixi estariem resolent el sistema lineal (26) usant la direccié exacta del métode
de Newton. Per tal de garantir ambdés objectius o, i 0ty s6n calculades com:

Xy — Xy

o, = min{p-min{%Vi:dx,-<0},p-min{ o Vi:dx,,,.>0},l}
i i

(42)

-z Wi
oy min{p-min{—dz—zi'Vi:dz,-<0},p-m1n{d—wiVt.dw,-<0},1}

on p és un valor proper a 1, usat per treure fora de la seva fita la variable que ens
proporciona la passa maxima. A la implementaci6 feta p=0.99.

34. Actualitzacié del parametre p
L’expressi6 de I’actualitzacié del parametre p a la nova iteraci6 i+1 venia donada

per I’equaci6 (41) i era pl+!) = 5- gap dual/(n + n,), on G havia de ser un valor tal que
0< o6 < 1. En general un valor de 6=0.1 acostuma a ser prou satisfactori. Tanmateix
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s’ha usat una actualitzacié dinamica de M, tal i com es descriu a Vanderbei(1994).
Sigui oy = min{a,, 0,4}, 0p i 0ty definits a (42), llavors el parametre G es troba a
cada iteracié com:

-0y 2
() R (10apd+1)
Aix0 fa que, quan a,; és proper a 1 (és a dir, no ha estat necessari escurgar o bé o,
0 bé 0y a causa de les fites) tenim que o tendeix a 0, amb el qual disminuirem p(+1),
Per I'altra banda, quan Oy s’apropa a 0 (alguna variable esta a prop de la seva fita)
augmentem u(*!). Donat que el parametre | controla la barrera logarismica, actual-
itzant ¢ d’aquesta forma estem fent que, quan les variables estan lluny de les fites,

disminuim la barrera logarismica, mentre que quan alguna esta a prop incrementem
el seu pes dins el Lagrangia.

3.5. Condicions d’aturada

Les condicions d’aturada implementades sén les habituals dels métodes primal-
dual: un punt es considera Optim quan supera un test de factibilitat primal, un de

factibilitat dual i un sobre el gap dual entre les funcions objectiu primal i dual.
Concretament les tres condicions a complir sén:

llAx — b
—_— < g Factibilitat Primal
1+5]l2 3
Aly+z,—w
; —-c
Apy+z 2 s
(44) = & gy Factibilitat Dual
1+ ([c][2

|c'x — (By —Z,w)|

1405 < g Gap Dual

A la implementacié realitzada els valors usats per €,, £ 1 € sén €, =g, = 1079 §
£o= 10~%&
s

3.6. Resultats computacionals

Presentem en aquesta secci6 els resultats computacionals obtinguts amb la im-
plementacié feta de I'algorisme presentat en apartats anteriors. S’han usat un total
de 80 problemes de programacio lineal pertanyents a la bateria de tests de la Netlib
(Gay(1985)). Tots aquests tests han estat agafats a través d’un ftp anonim al compte
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Taula I

Caracteristiques dels problemes test

/

Nom Constr. | Vars. | No-zeros A Nom Constr. | Vars. | No-zeros A
25fv47 822 | 1571 11127 nesm 663 | 2923 13988
80bau3b 2263 | 9799 29063 pilot 1442 | 3652 43220
adlittle 57 97 465 pilot87 2031 | 4883 73804
afiro 28 32 88 pilotnov 976 | 2172 13129
agy 489 163 2541 recipe 92 180 752
age? 517 | 302 4515 5c105 106 [ 103 281
agg3 517 302 4531 5¢205 206 | 203 552
bandm 306 472 2659 sc50a 51 48 131
beaconfd 174 262 3476 sc50b 51 48 119
blend 75 83 521 scagr25 472 | 500 2029
bnll 644 | 1175 6129 scagr/ 130 | 140 553
bnl2 2325 | 3489 16124 scfxml 331 | 457 2612
boeing! 351 384 3865 scfxm?2 661 | 914 5229
boeing2 167 143 1339 scfxm3 991 | 1371 7846
bore3d 234 315 1525 scorpion 389 358 1708
brandy 221 249 2150 scrs@ 491 | 1169 - 4029
czprob 930 | 3523 12173 sosdl 78 | 760 3148
d2q06c 2172 | 5167 35674 scsd6 148 | 1350 5666
d6cube 416 | 6184 43888 scsd8 398 | 2750 11334
degen2 445 534 4449 sctapl 301 | 480 2052
degen3 1504 1818 26230 sctap2 1091 | 1880 8124
€276 224 282 2767 sctap3 1481 | 2480 10734
etamacro 401 688 2489 seba 516 | 1028 4874
800 525 854 6235 sharelb 118 | 225 1182
finnis 498 614 2714 share2b 97 79 730
fitld 25| 1026 14430 shell 537 | 1775 4900
fitlp 628 [ 1677 10894 ship04] 403 | 2118 8450
fit2d 26 | 10500 138018 shipOds 403 | 1458 5810
fit2p 3001 | 13525 60784 shipO8I 779 | 4283 17085
ganges 1310 | 1681 7021 shipO8s 779 | 2387 9501
gfrd-pnc 617 1092 3467 ship12] 1152 | 5427 21597
greenbea 2393 | 5405 31499 shipl2s 1152 | 2763 10941
growl15 301 645 5665 sierra 1228 | 2036 9252
grow22 44] 946 8318 standata 360 | 1075 3038
grow7 141 301 2633 standgub 362 | 1184 3147
israel 175 142 2358 standmps 468 | 1075 3686
kb2 44 41 291 stocfor] 118 111 474
loth 154 308 1086 stocfor2 2158 | 2031 9492
maros 847 | 1443 10006 ~ woodlp 245 | 2594 70216
maros-r7 3137 | 9408 151120 woodw 1099 | 8405 37478

netlib.att.com, i es troben dins del directory /netlib/lp/data. Només s’han usat proble-
mes sense variables lliures a la seva formulacié, donat que la implementacié feta no
contempla aquesta possibilitat. La Taula I mostra les principals caracteristiques dels
problemes test usats. La taula presenta per a cada problema el seu nom (columna
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“Nom”), el nombre de constriccions del problema (columna “Censtr.”), ] nombre de Taula II (cont.)

variables (columna “Vars.”), i el nombre d’elements no-zero de la matriy de constric-

3 ‘ ] b els problemes test
cions (columna “No-zeros A™). Resultats obtinguts am problem

1P LoQo Minos 5.3
Taslam Nom Valor optim [ Iter. | CPQU Valor optim [ Tter. | CPO Valor 6ptim m CPU
2
Resultats obtinguts amp els problemes test "p?ls;? ‘40762§§‘§ ?; 5213'; 140?62;?:; gj 42?5 !40762;3;‘: m 7?5:
= To00 VoS pilotg7 30L.7] 79 [23127 301.6 ;16 1923.7 301.330::.;
A s e e L — I IR
25fv : 23. : 198 55018 - - 0051 1f E
80bau3b 9872242 [ 71 | 613 9872247 4 | 524 987229.0 %% o 5223 :2 3'21 ;;g 113 g'z: §§§ —= 8'2
adlitile 22549501 20 | 0.1 2254950 14 | 01 2259501 108] 03] — = 5T 00 646] 14 01 646 - 02
afiro 464.8| 13 0. : s¢a0a : = 2 : - .
228 517673 43 T 5 35991;66;.38 > ?g 35991:66;4-; %‘“ 5¢50b o ] i L D 700] 1517702
agg?2 202392523137 | 93 2023925237 22 74 20239252 4 Em scagr25 14753433.1] 47 L4] 147534331 13 1.0 14753433 ] 24
age3 103121159139 | 93] Toalatiss 2 34| Iokiss | 255] 23] scagr7 2?:33]21822 33; ?72 23-:’;2]82-3 2{; ?; 33?;3?3:.1‘3 S:
58. scfxml : ; \ . ; 2,
b?:::::?d 33%&32 13; 112 335155'56 i? :; 3355'2 [ 727 scixm? 366603 46 | 43§ 366603 28 | 42 366603 753 63
blend 308] 20 0] 30805 = .ll scfxm3 549013] 46 | 84 549013 28 | 64 549013 1097 134
bnll 19776151 | 73 1977, . ; -.Wl scorpion 1878.1] 23 0.7 1878.1[ 16 0.7 187811 134] 13
T = 1977'6 8 90431737 2.5 904.3[ 23 29 9043] 682] 53
bbplzi 15;515 61 1247 18112140 [ 1224 1811.2] 54417 135 9] SSCC:;[ T 3 RTBL 55 3"7 13
1n, 35 i .3 . g . B .
s e g‘g ;f;-g - 21 3*?:3 | S79] 30 sesd6 505] 17 ] 03 505 17 16 5051 1106 52
bore3d 13731 29 | 09 A1 09 373 -E-m scsds 905.0[ 17 1.8 905.0] 17 34 905.0] 3026 256
brandy 15185 29 1.2 15!8.‘5 73 1-5 15]8‘5 %ﬁ sctap| 1412.3] 30 0.8 1412.3[ 18 0.9 14122 257 1.6
Czprob 21851967 [ 561 28| aiasiog o 09| 71851967 [ 1506] 179] Sotay2 17045 | 33 ad 'Zfi'g o = :zf:'g s
d2q06¢ 1227842 58 2636 1227843] 36 | 3470 1227843 [ 12%6.4] o ;ﬁ‘*g o o 127;1'6 T p EI3 a2
décube 3155] 51 o8 355[23 | 753 315596780 1049.1] ] LoTLL: : 20t < iy 2
degen? 14352 %6 |63 @353 14 5> 853 shareTb 76589389 | 10 765893126 | 07 7658931 250] 0.
T 987555 e ST T 93%5 share2b a157] 20 02 57 4] 03 A57] 11| 04
e A I I | 7105] 1584 shell | 120882534731 32 |16 | 130ss5300 9 T35 301 12088253460] 321 a3
etamacro 7557149 | 5¢ 7557 0 ) 7557 .m-n ship04] 1793324.5] 21 24 179332467 19 29 179332451 250 43
300 5356758 T 75T e S L AT p0ss | 1087147 24 | 16| TRsieT e 21] "T7987147 | 157339
finnis 125911 3 | 37 72797 ] T 35 1737910 m-ﬂ shipO8] 1909055.27 27 6.9 1909055.27] 20 6.5 19090552 4737 10,0
fitld 91464] %6 | 1% S146.4] 21 53 STies 1 Ty shipO8s 12009821 24 [ 33| 19200982 20 3 19200982 256 353
fitlp 914641 26 3816 914647 36 a8 51463 -ﬂ ship12] [470187.9125 [ 0.0 1470187.9 24 9.7 14701879 961 186
fid 684643 48 | 235 683633 [ 27 955 684633 _894] T3] shipl2s L9361 25 a3 1amme o g 1489236 1 9.0
fitzp Ta) 689643 23 1] SRS [32235] 291 sierra 133943622 25 | 66| 1530436321 591 153943623 12.2
> s 109585 7 23] T 14240 1128 3 standata 12577 39 [ 14 1257723 19 R577] 131] 33
2 pnc . 02360 T ek m Standgup 12577 29| 14 12577] 23] 20 12577] 105] 3%
greenbea ) 72555247 51 45 %69] 73362903 9 [_37] standmps 1406.0[ 42 | 37 14060] 32 [ 34 14060] 383] 30
s i) KL 30| ToeTo 203 | €453 ] stocTor ] 411320] 22 | 02 4320|1703 a11320] 9] 04
= o 3] 467 73] stoctor2 390244] 45 | To¢ 390244 31| 117 3902441 3092] 603
grow? Iggfgigif'g 2] 160834336 5 | 676 80] woodlp 4] 38 [ 571 4] 28 | 338 4] 870] 211
isracl 806643 5 38 ]]22 LIV -El woodw L3[ 51 ] 49 1327 ] 411 13| 3572 765
e 8]2 : B%6448] 250 13| PROMIG 37 581 23 [ 460 3747|975
2 1749.9]7] 02 1749.9 mu —
Lot 25325 08 2531 205 05} %
Inaros 58063.7 | 28 14.0 580637 .mm No hi ha suficient memoria Per executar aquest problema.
@ 14971852 22 3603.3 (c) Problemes de convergéncia,
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( Cominua)

(c)

C r . Gy
Error numeric. No es poden satisfer les constriccions de
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forma acurada,




La implementaci6 feta (a la qual ens referirem com IP) ha esta codificada en
ANSI—C i s’ha comparat amb dos codis capdavanters de programacié lineal. EJ
primer d’ells és el paquet Minos 5.3 (Murtagh i Saunders(1983)), el qual esta basat
en el metode del simplex per a programaci6 lineal, El segon €s el paquet LoQo (Van-
derbei(1992)), una implementaci6 eficient d’un métode primal-dual per a programacié
lineal i quadratica. Totes les execucions s’han realitzat sobre una SunSparc 10/41 sota
UNIX, amb un dnic processador RISC de 40Mhz i aproximadament 20Mflops, i amb
64 Mbytes de memoria (32Mbytes reals 32Mbytes mapejats a disc). La Taula II
mostra els resultats obtinguts amb cada paquet. Per a cada un dels tres codis (IP,
LoQo i Minos 5.3) es presenta el valor optim assolit (columna “Valor optim™), el
nombre d’iteracions realitzat (columna “Iter.”) i el temps de CPU en segons requerit
(columna “CPU™).

Es pot observar a la Taula II com els tres codis en tot moment van assolir els
mateixos valors dptims (hi ha petites diferéncies, perd sén menyspreables). També
es pot veure que IP i LoQo realitzen moltes menys iteracions que Minos, degut a
que estan basats en un meétode de punt interior en comptes de en el simplex. 1
comparant només aquests dos, en general IP realitza més iteracions que LoQo. EI
codi desenvolupat (IP) no va poder executar dos problemes (“fit2p” i “maros-r7”)
degut a problemes de memoria. LoQo no va tenir aquests problemes perqué no
resol el sistema (26) a través de (33-37), siné directament aplicant técniques per
a matrius simétriques i indefinides. Aquest fet explica també el comportament tan
diferent que tenen ambdés codis en alguns exemples (per exemple, als problemes
“fitlp” i “fit2d”). IP va tenir problemes de convergéncia al problema “greenbea”,
mentre que Minos no va poder satisfer les constriccions de forma acurada al test
‘maros-r7”. La darrera fila de la Taula II mostra el valor promig per a cada codi
%el que fa al nombre d’iteracions i temps de CPU. Pot observar-se com els dos codis
le punt interior es mostren més eficients que Minos. També es veu que LoQo té un
nillor rendiment que IP. Tanmateix IP realitza moltes més iteracions que LoQo, el
lual indica que efectivament IP té up cost per iteracié menor que LoQo, com s’havia
'revist inicialment per la forma especial de solucionar el sistema (26).

El dit anteriorment sobre el rendiment de cada codi pot observar-se clarament a
sFig. 1i2 La Fig. 1 mostra el temps de CPU (eix y) pels tres codis segons
t mida del problema (eix x). Com a mida del problema s’ha agafat el nombre de

re de variables, d’elements no-zero de la matriu o una expressié funci6 d’aquests
alors). Només es presenten els problemes amb una mida relativament gran (per ex.,
€s de 500 constriccions), per simplificar la grafica. El temps de CPU s’ha escalat
'garismicament. Pot observar-se que, en general, Minos es troba per sobre dels dos
dis de punt interior, mentre que LoQo déna un millor rendiment. IP es troba en
1a situacié intermédia. Per la seva banda la Fig. 2 ens mostra, per a IP i LoQo,
temps per iteracio (a I’eix ¥ com abans) segons la mida del problema (eix x). Només

"N

es mostren, com a la figura anterior, els problemes amb més de 500 constriccions.
De nou també el temps per iteracié s’ha escalat logarismicament. Pot observar-se
com IP té tendéncia a donar millors temps per iteraci6. Malgrat aixo, el fe% de que
requereixi forga més iteracions que LoQo per convergir a I’dptim fa que no tingui un
comportament global tan eficient com aquell.

1000 ::
100 3
=
5 -
&)
10 ]
I
600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Nombre de constriccions
Figura 1. Temps de CPU per IP, LoQo i Minos segons la mida del problema.
100 T T T T T T T
10 F
2
2 1
&)

0.1

| 1 1 | 1 1

0.01
600 800 1000 1200 1400 1600 1800 200_0
Nombre de constriccions

Figura 2. Temps per iteracié per IP i LoQo segons la mida del problema.



5. CONCLUSIONS

Aquest document ha presentat un algorisme primal-dual de punt interior espe-
cialitzat per tractar les fites superiors a les variables de forma explicita. Una im-
plementacié de I'algorisme ha estat comparada amb dos paquets capdavanters de
programacié lineal. La implementacié feta s’ha mostrat més eficient que Minos5.3,
una implementacié eficient del metode del simplex, perd menys que LoQo, basat
també en un meétode primal-dual. Tanmateix, tot i que el codi desenvolupat t€ un ma-
jor cost que LoQo, també realitza moltes més iteracions. S’ha pogut comprovar que
el seu cost per iteraci6 és menor, degut a la forma especial de calcular la direccié de
Newton resolent un sistema simeétric i definit positiu (LoQo resol un sistema simétric
i indefinit). Aixd fa que es pugui explotar el fet de tenir la mateixa topologia du-
rant tota I’execucié i poder realitzar una factoritzacié simbolica prévia. Queda obert
el problema de millorar la convergéncia del codi desenvolupat pel que fa al nom-
bre d’iteracions realitzades, amb el qual els temps de calcul s’atansarien — 1 potser
millorarien— els del codi LoQo.

AGRAIMENTS

Voldria agrair la tasca dels revisors anonims, tant per la lectura tan acurada que
han fet de I'article, la qual m’ha fet adonar de petits detalls que havia obviat, com
per tots el seus comentaris i suggeriments.

APENDIX 1. SOLUCIO DEL SISTEMA LINEAL D’EQUACIONS PLANTEJAT
A (26)

El sistema lineal d’equacions a resoldre a cada iteracié a ’algorisme presentat

és:

(45) Zydxy +Xydz = by,
(46) Zidx+ Xdz) = bl.’
(47) —Wdx, + Fdw = b,

(48) Audx, + Adx; = bs

(49) Aldy + dzy — dw = by,
(50) Aldy +dz; = by,
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Aillant dz, de (49), dz; de (50), dw de (47), dx, de (45) i dx; de (46) obtenim:

- deu = bs, — Ay +dw

(52) dz; = by, — Ajdy

(53) dw=F '(by+Wdx,)

(54) dx, = Z, ' (b1, — Xudz)
(55) dx; =2, l(bh - Xdz)

Substituint (51) i (53) a (54) tenim que:
dx, = Z, ' (b1, — Xulba, — ALdy +dw])
=7, " (by, — Xubs, — Xudw + XA\ dY)
=7, (b1, — Xubs, — XulF " (b2 + Wdxu)] + XuA,dy)
=7, (b1, — Xubs, — XuF 'by—XuF 'Wdxy+ XuA,dy)
—Z,'01, — Z, ‘Xubs, = Z, ' XuF 'by—Z, ' XuF 'Wdx, + Z, ' XAl dy

Agrupant termes s’arriba a
(142, 'X,F 'W)dx, =Z,'by, — Z,'Xubs, ~Z,' XuF 'b2+2, XAl dy

Definint 7, com

T,=1+Z,'X,F 'W
la seva inversa ve donada directament com
1

(56) T, ' = FZ,FZ.+ X.W)
Llavors 1'expressi6 anterior de dx, pot ser escrita com
(57)  dx=T, ' (Z,'by, - Z, Xubs, — Z, ' XuF 'b2+Z, ' XuALdY)
Analogament, substituint (52) a (55) s’obté directament que
dx; = Z, ' (b1, — Xi[bs, — Aldy])
(58) dx; =2, by, — 7, 'Xibs, +Z, ' X Ajdy
Ara. usant (58) i (59). I'equacié (48) queda com segueix:
AT, (2, by, = 2, Kby, = Z,'XuF by + 2, XuALdy)] +
+A([Z, 'by, - Z, ' Xiby, + 2, ' XiAjdy) = bs
AT, 'Z, ' (by, — Xubs, — XuF 'b2) + AT, 'Z, ' XuAidy+
(59) +AZ, (b), — Xiba)) + AiZ, ' X1Aldy = b

Iz

u
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Definint S, i §; com

(60) 5y =1, 2, % S PR P Xy
(61) Si=z %

1 agrupant termes, 1’expressié (60) queda

(AuSuAl + AISIADdY = by + AT, 'Z, ' (XuF 'by+X,bs, —b1,) +AZ, '(Xibs, — b1,)
(A i A +AJS[A )d\’Z by +A,S, (F bz+b4u =Xy b] )+A(S[{b4[ X hl[)

L'expressid final del calcul dy és:
(62) (ASA")dy = b3 + ASr
on » 1§ sén respectivament:

63) r=(4,A) ru=F 'by+by,~X, by, r=bsy—X, 'by,

(S 0
(64) Sg(o S,)

Un cop hem calculat dy, substituint el seu valor a (58) 1 (59) déna:

dxy =T, '(Z,"b1, — Z, 'Xubs, — Z, ' X.F 'by+Z, ' XAl dy)
=T,'Z,'Xu(X, b1, — by, — F 'by+ Al dy)
(65) dx, = S,(A,dy—r,)

dx =2, 'by,—Z, 'Xjby, + Z, ' X,Aldy
=Z, 'Xi(X; 'by, — by, + Aldy)
(66) dx; :S{(Af,d)‘—f'j)

Agrupant (66) i (67) tenim que I’expressi6 final del calcul de dx és:
(67) dx=S(A'dy—r)

Un cop dy i dx s6n coneguts, dz i dw es calculen directament a través de les expres-
sions inicials (51), (52) i (53).
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